摘 要 


众所周知 , 拟 共 形 映射 是 共 形 映射 的 推广 , 调和 了 映射 是 解析 函数 
的 推广 , 而 双 调 和 映射 又 是 调和 映射 的 推广 . 本 文 主要 研究 调和 了 映射 
和 双 调 和 映射 的 有 关 性 质 ， 全 文具 体 安排 如 下 . 

在 第 一 章 中 , 我 们 主要 介绍 研究 问题 的 背景 和 主要 结果 . 

在 第 二 章 中 , 借助 LF), 我 们 证 明了 双 调 和 映射 的 Landau 常数 
和 Bloch 常数 的 存在 性 , 其 中 L=:2-32, 到 表示 具有 形式 


F(z) =| G@)+K@ (<1) 的 双 调和 映射 , 这 里 G 和 天 都 是 调和 映 
射 . 

在 第 三 章 中 , 我 们 的 主要 目的 是 获得 一 类 双 调和 映射 的 Schwarz 引 
理 . 利用 所 得 结果 , 我们 把 M Mateljevic, M. Arenovic 和 
V. Manojlovic 关于 调和 映射 的 相应 结果 推广 到 了 双 调 和 映射 中 . [e] 
时 , 我 们 还 讨论 了 具有 如 下 形式 的 双 调 和 映射 F(z) = AE] (z+ 加 f(D 
HEDE, 其 中 了 是 调和 映射 , 4 和 AW ARR 

第 四 章 主 要 研究 调和 函数 的 Bloch 空间 并 得 到 有 关 调 和 a- Bloch 
空间 和 调和 6-Bioch 空间 的 一 个 结果 . 

在 最 后 一 章 中 , 我 们 主要 介绍 极 小 曲面 与 调和 映射 之 间 的 联系 
及 著名 的 极 小 曲面 曲率 猜测 . 
关键 词 : 调和 映射 , MAMA, Schwarz 引 理 , Landau 常数 , 调和 
Bloch 空间 . 


ABSTRACT 

It is known that quasiconformal mappings are generalizations 
of conformal mappings. Also harmonic mappings are generali- 
zations of analytic functions, and biharmonic mappings are 
generalizations of harmonic mappings. 
The main aim of this dissertation is to discuss some properties 
of harmonic mappings and biharmonic mappings. It is arranged 
as follows. 

In Chapter 1, we provide some backgrounds about our research 
and statements of our main results. 

In Chapter 2, we show the existence of Landau’ s and Bloch’ s 
constants for biharmonic mappings with the aid of L(F), where 


Lei and L belongs to the class of biharmonic 
z 


mappings of the form F(z) =|2\’G(z)+K(z) (:|<1), where G and K 
are harmonic. 

In Chapter 3, our main aim is to obtain the Schwarz lemma for 
certain biharmonic mappings. By using the obtained results, 
we generalize M. Mateljevic, M.Arenovic and V.Manojlovic’s 
corresponding result of harmonic mappings to the case of 
biharmonic mappings. Also we investigate the convexity of 
biharmonic mappings F(z)=4|z| f(2*4,f() , where f are 


harmonic mappings, and 4, and 4 are constants. 
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In Chapter 4, we study the harmonic Bloch space and obtain 
a result on a- Bloch spaces and f- Bloch spaces. 
In the last chapter, we introduce the fundamental relationship 
between harmonic mappings and minimal surfaces, and state a 
famous conjecture about the curvatures of minimal surfaces. 
Key words: Harmonic mapping, biharmonic mapping, Schwarz 


lemma, Landau’ s constant, harmonic Bloch space 
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关于 调和 映射 和 双 调和 喘 射 性 质 的 研究 1. 


1. 绪 论 


本 章 介绍 研究 问题 的 背景 和 得 到 的 主要 结果 . 此 章 由 以 下 五 节 构 
成 . 


1.1 双 调 和 映射 和 双 调 和 映射 的 研究 背景 


平面 内 的 复 值 调和 映射 的 实 部 和 虚 部 都 是 调和 的 , 但 其 实 部 和 虚 
部 不 一 定 满足 Cauchy-Riemann 方程 , 因此 平面 复 值 调和 映射 是 解析 范 
数 的 推广 虽然 平面 复 值 调和 映射 是 解析 函数 的 一 种 自然 推广 , 但 是 
平面 复 值 调和 映射 的 研究 起 源 于 微分 几何 学 中 参数 极 小 曲面 的 研究 . 
对 平面 复 值 调和 映射 的 系统 研究 起 步 较 晚 , 直到 二 十 世纪 八 十 年 代 中 
期 才 引 起 广大 数学 工作 者 的 极 大 关注 . 代表 作 之 一 是 James Clunie 和 
Terry Sheil-Small 在 1984 年 发 表 的 一 篇 论文 ( 见 (1]). 他 们 在 文中 给 出 了 
许多 关于 单 叶 调和 映射 和 共 形 映射 经 典 问题 的 类 比 结果 , 并 提出 了 许 
多 关于 单 叶 调 和 映射 类 似 于 共 形 映射 的 基本 问题 , 其 中 有 些 问 题 直到 
现在 尚未 解决 . 经 过 二 十 多 年 的 发 展 , 调和 映射 已 发 展 成 为 复 分 析 中 
的 一 个 热门 研究 领域 . 调和 映射 与 拟 共 形 映射 、 拟 正则 映射 有 着 密切 
的 联系 ( 见 [2, 3, 4, 5, 6]). 它 在 流体 动力 学 、 数学 物理 方程 和 图 象 处 理 
等 方面 有 着 广泛 的 应 用 ; 同时 也 是 微分 几何 学 中 研究 极 小 曲面 的 有 力 
工具 ( 见 [7, 8, 9, 10, 11]). 双 调 和 映射 是 定义 在 复 平面 内 的 某 个 子 域 的 
具有 四 次 连续 微分 且 它 被 Laplace 算 子 作用 后 是 调和 的 复 值 映射 从 
定义 知 , 双 调 和 映射 是 调和 映射 的 推广 , 而 双 调和 映射 的 研究 起 源 于 
物理 学 中 的 流体 动力 学 、 弹 性 力学 等 对 复 偏 微 分 方程 问题 的 研究 , E 
在 工程 力学 和 生物 学 有 着 许多 重要 应 用 . 详 见 文 [12, 13, 14, 15). 双 调 和 
映射 的 研究 是 最 近 几 年 才 兴起 的 , 相关 方面 的 研究 结果 还 比较 少 . 在 
研究 平面 调和 映射 的 同时 , 不 少 作者 涉 到 了 相应 的 高 维 调和 映射 ( 见 
[16, 17, 18, 19], 但 是 到 目前 为 止 这 方面 的 研究 还 处 于 初期 阶段 . 特别 是 
对 相应 的 高 维 双 调 和 映射 的 研究 还 几乎 没有 . 本 文 主要 是 研究 平面 调 
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和 映射 和 双 调 和 映射 的 一 些 基本 性 质 以 及 它们 之 间 的 关系 , 并 在 第 三 
章 给 出 了 高 维 双 调和 映射 的 一 些 初步 结果 . 最 后 一 章 主要 介绍 调和 映 
射 和 极 小 曲面 之 间 的 联系 及 著名 的 极 小 曲面 曲率 猜测 . 


1.2 调和 映射 和 双 调 和 映射 的 Landau 定理 


经 典 的 Landau 定理 证 明了 对 于 单位 圆 盘 内 任意 具有 正规 化 条 件 
fO) = PO -1 = 0 E f< M 的 解析 函数 f, 一 定 存在 常数 o = 
o(M) > 0 使 得 了 在 D, 内 单 叶 旭 f(D) 包含 一 个 半 经 为 Mp 的 单 叶 贺 
E 近年 来 许多 作者 研究 了 平面 调和 映射 的 Landau 定理 ( 见 [20, 21, 22, 
23] 和 平面 双 调 和 映射 的 Landau 定理 ( 见 [24]). 陈 怀 惠 等 在 文 po] 中 
最 先 研 究 了 平面 调和 映射 的 Landau 定理 , 他 们 的 主要 结果 如 下 : 
定理 CCH, ((20, 定理 3) 设 了 是 单位 圆 盘 了 内 的 调和 映射 旺 满足 f(0) = 
J;(0) — 1 «0 fl |f(2)| < M. W 
(1) f 在 单位 圆 盘 Do Bop, 其 中 
T - 

Am 64m M? en = goin, 3 
(2) Da) 包含 一 个 单 叶 圆 盘 Day, 其 中 


T Lu 
Po = gy^ lami 


~ 6.85); 


定理 CGH, (20, 定理 3]) 设 了 是 单位 圆 盘 了 内 的 调和 映射 且 满 足 1(0) = 
(0) = f.(0) - 1 = 08 |f(2)] < M. 则 
(1) f 在 单位 圆 盘 D,, 单 叶 , 其 中 


Pd 


Po = 1ómM^ 
(2) (Dp) 包含 一 个 单 叶 圆 盘 Da,, 其 中 
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Z. Abdulhadi 和 Y. Abu Muhanna 在 [24] 中 研究 了 平面 双 调 和 映射 
的 Landau 定理 , 主要 结果 如 下 : 
定理 AA, (4, 定理 1]) E F = [zl G + K 是 定义 在 D 内 的 双 调 和 映射 ， 
其 中 G 和 K BED 中 的 调和 映射 且 满 足 正规 化 条 件 F(0) = K(0) = 0, 
Jr(0) =1, |G| < M, |K| < M. 则 存在 常数 0 < ps<1 使 得 F 在 |z|< ps 
内 是 单 叶 的 . 特别 地 ps 满足 


有 2mM-2M (o aui) =0 
A F(D,,) 包含 一 单 叶 圆 盘 Da,, 其 中 
225 _2M( 太 + 网 
4M l-p5 ` 
定理 AA, ((24, 定理 ?]) 设 G 是 定义 在 DD 内 的 调和 映射 旦 满足 正规 化 条 
件 G(0) = 0, Jc(0) = 1, |G(z)| < M. 则 存在 常数 0< py <1 使 得 下 = |zP?C 
在 圆 盘 | < ps 内 是 单 叶 的 , 其 中 ps 是 方程 


Ld 4p, M ( 1 ) 
- 一 2Mf -1)=0 
4M l-ma (1 — pa)? 


的 解 , 并 且 F(D,,) 包含 一 单 叶 圆 盘 Dr, 其 中 


27A 2MÓÁ 
4M ]l-A 


定义 1.2.1 C! 类 复 值 微分 算 子 定义 如 下 : 


,A a 


Oz Oz 
我 们 应 用 调和 映射 的 Schwarz 引 理 和 系数 估计 , FES (20, 24] 的 基 
础 上 继续 研究 了 两 类 特殊 平面 双 调和 映射 的 Landau 定理 . 我 们 的 主 
要 结果 如 下 : 
定理 2.2.1 设 F=|zjG+K ED 内 的 双 调 和 映射 且 F 满足 正规 化 条 
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{F F(0) = K(0) = 0, Jx(0) = 1, $F G H K RE D 内 的 调和 映射 . 如 
果 |G| < M BK] < MM, 则 存在 常数 p (0 < p < 1) 使 得 LF) ED, 内 是 
单 叶 的 , 其 中 p 满足 如 下 方程 


M 
4M ü-p (70 
其 中 ma ~ 6.059 是 函数 
2 一 到 十 上 arctan7 
z(1— 22) 
的 最 小 值 , 取得 最 小 值 时 z ~ 0.588. ME L(F)(D,) 包含 一 个 单 叶 圆 盘 
Dr, 其 中 


, (0<z<1) 


定理 22.3 Wb F = |2?C 是 了 内 的 双 调和 映射 且 G 满足 正规 化 条 件 
G(0) = 0, Jc(0) =1 其 中 G 是 D 内 的 调和 映射 . 如 果 |G| < M, 则 存在 
常数 p (0 < p < 1) (EIF LF) 在 D, 内 是 单 叶 的 , 则 存在 常数 p (0<p<1) 
使 得 L(F) 在 D, 内 是 单 叶 的 3 其 中 o 满足 如 下 方程 


其 中 mi 和 定理 2.2.1 中 的 m, 相同 , 而 且 LFD) 包含 一 单 叶 圆 盘 Dn， 
此 处 


T" 16M 
R = P [5 - wm arctan] P 


13 一 类 双 调 和 映射 的 几何 性 质 
定义 1.3.1: WF n> 2, 定义 


关于 调和 了 映射 和 双 调和 映射 性 质 的 研究 E 


Ple)» ff PEDO), z eB, 


其 中 P(z,€) = EE 是 定义 在 单位 球 Be 上 的 Poisson 核 , do 是 单位 球 
面 上 的 正规 化 曲面 测度 , p: Se — R^ 是 连续 映射 . 

M. Arenovié, V. Kojić 和 M. Mateljevié EX [25] 中 证 明了 如 下 结果 : 
定理 MKM 假设 o: S™ 一 Rn 满足 Lipschitz 条 件 : 对 E, me S"7!, 


ié(£) — o(n)| < LE — nl 
并 且 它 的 调和 扩张 “= Pig]: B^ R" 是 k- 拟 正则 的 . 则 对 z, y € B", 
lu(z) — u(y)| < elz - yl, 


其 中 < (245 L, K filn BK. 
最 近 , M. Mateljevié, M. Arenovié 和 V. Manojlović 改进 定理 MKM 成 
如 下 形式 ( 见 (18]). 
定理 MAM Kh: BR ER 中 调和 并 在 B 上 连续 . 则 对 于 任意 
的 ze B" 和 Sr-! 上 的 切 向 量 T, 如 下 条 件 是 等 价 的 : 
(a) |h(z) — h(y)| < mlz — yl, z, y € St. 
(b) |h'(z)T| < M, 
其 中 += |x|. 另外 , fas n J& K- 拟 正则 映射 , 则 对 于 任意 的 zeB" 有 


{h'(x)| < Km. 


TRUE BS Jr E. IURE] FT MARAE, 主要 结果 
如 下 . 

定理 3.2.5 设 F EENE B" PL ELTE B". 上 连续 的 具有 四 次 连续 微分 的 
函数 并 满足 F(z1, z2,… ,zn) = Ailz|?G(zb za，……，zn)+)aG(zlh 22,77. Zn), 
其 中 G 是 调和 映射 且 和 ,和 是 实 常数 并 满足 入 + 入 关 0. HP: BOR’, 
则 对 于 任意 的 deB 和 Se 上 的 切 向 量 T, 如 下 条 件 等 价 : 

(e) F(z) ~ F(y) < mlz — yl, z, yes" 
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(f) IG'(z)T| < M, 其 中 >= |z]. 如果 G 还 是 K- 拟 正则 映射 , 则 对 于 任意 
的 zeBn" 有 
(9) IG'(z)) < nS. 
定义 3.3.1 定义 在 单位 圆 盘 上 的 调和 了 映射 f 是 全 凸 的 当 且 仅 当 f 把 每 
一 个 圆周 |z| =r < 1 都 一 一 的 映 成 凸 曲线 . 

对 于 平面 情形 , 我 们 还 有 如 下 结果 : 
定理 3.3.2 设 /= hg J& D 内 局 部 单 叶 保 向 的 调和 映射 , 其 路 和 9 
是 解析 的 . 则 F(z) = Alel e) + Xef(z) 是 全 凸 的 当 且 仅 当 f(z) 是 全 凸 
的 , 其 中 rx 0. 


1.4 调和 映射 的 Bloch 空间 


类 似 于 解析 函数 的 Bloch 范 数 , 定义 调和 映射 的 Bloch 范 数 如 下 . 
定义 4.1.1 设 f=h+5 是 定义 在 D 内 的 调和 映射 , 其 路 和 9 是 D 内 
的 解析 (全 纯 ) 函数 . 我 们 称 


llfllas = sup(1 — If) ^| + lo) + 1F(0)| < oo 


为 了 的 调和 Bloch FORM ( 记 作 HBy), 其 中 f 为 调和 Bloch 函数 . 
定义 4.1.2 在 定义 4.1.1 的 假设 条 件 下 , 我 们 称 


Mus = sup(1 — 121) Q^ + lo) + If) < oo 


为 了 的 调和 ea- Bloch 范 数 GEE HBF), 其 中 为 调和 a — Bloch 函数 . 
显然 调和 Bloch 范 数 是 解析 函数 Bloch 范 数 的 推广 , 即 当 定义 4.1.1 中 
g =O 时 就 是 解析 函数 的 Bloch 范 数 的 定义 . 

陈 怀 惠 等 在 文 [27] 中 得 到 如 下 定理 : 
定理 CG 设 8>1 且 a< L. W Cs EA B 到 Bs 的 有 界 算 子 ; 若 w< 有 
时 , Cy 没有 下 界 . 

类 似 于 定理 CG, 关于 调和 映射 , 我 们 得 到 如 下 结果 : 
定理 4.2.1 设 8>1 且 a< g, W HC, Æ HB 到 HB’ HARA. & 
a < B, WAF HC, 没有 下 界 . 


关于 调和 喘 射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 .7- 
1.5 调和 映射 与 极 小 曲面 的 联系 


定义 5.1.7 一 个 曲面 如 果 它 每 一 点 处 的 平均 曲率 = 0, 则 称 其 为 杖 小 
曲面 . 非 参数 极 小 曲面 称 为 极 小 图 . 在 等 温 参 数 坐标 下 , 极 小 曲面 的 高 
斯 曲率 ([32, Pisal) 

PRIM M 

IK g'a + Io 

下 面 是 著名 的 极 小 曲面 曲率 猜测 . 
猜测 5.2.1 如 果 极 小 曲面 S 的 平面 投影 是 单位 圆 盘 到 单位 圆 盘 的 调和 
同 胚 映射 , 则 此 曲面 在 原点 的 高 斯 曲率 满足 不 等 式 


IK] < 5 =4934.…. 


事实 上 猜测 5.2.1 等 价 于 如 下 形式 ， 
猜测 5.2.2 设 f 是 定义 在 单位 圆 盘 D 上 的 调和 映射 且 满 足 f(D) = D 
V w= Fr f= 7, 其 中 9 是 了 D 上 的 解析 函数 . 则 


IOHA Š, 


其 中 各 是 最 好 的 界 . 
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2. 两 类 双 调 和 映射 的 Landau 定理 


2.1 引言 


定义 在 复 平面 C 内 某 个 子 域 D 的 二 次 连续 可 微 复 值 函 数 f = univ 
是 调和 的 当 且 仅 当 f 满足 Laplace 方程 Af = 0, 其 中 人 A 表示 Laplace 算 


子 
9 


0202" 
定义 在 复 平面 C 内 某 个 子 域 D ESE HY A (PR F = utiv 
是 双 调 和 的 当 且 仅 当下 满足 双 Laplace 方 程 A(AF) = 0. 双 调 和 函数 的 
研究 产生 于 某 些 物理 问题 , 特别 是 流体 动力 学 和 弹性 问题 . 它 在 工程 
力学 和 生物 学 有 着 许多 重要 应 用 . 详 见 文 [12, 13, 14, 15]. 由 文 [24, 28, 29] 
Al, 如 果 D c C 是 单 连 通 域 , 则 复 值 函数 F 是 双 调 和 的 当 且 仅 当 F 有 
如 下 表示 : 


A=4 


F - |zf*G 4- K, 
其 中 G 和 K 都 是 复 值 调和 映射. 又 由 文 [20, 24, 28, 29] 知 , G 和 K 有 如 
下 表示 ， 
G-9*9 
和 
K =k, + ka, 
其 中 ou gz, ki 和 ke JE D “PRY. f 的 Jacobi Jy 定义 如 下 : 
J; = (fel? - UP. 
我 们 引进 如 下 两 个 记号 : 
A = ME — Mill, Ay Hl + Mil. 


由 定义 知 : 如 果 Jy > 0, 则 Jy = NMAr 在 文 9] 中 , 作者 引进 了 如 
FC 类 复 值 微分 算 子 : 


(NER 
L=z 7 


al 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 .9- 
显然, 工 是 一 复线 性 算 子 且 满足 通常 的 乘积 运算 法 则 如 下 ; 
Llaf + bg) = aL(f) + bL(g) 


和 
L(fg) = fL(g) + 9L(/), 


其 中 a,b 和 f, 9 分 别 是 复 常数 和 C! 函数 . 另外 算 子 工具 有 许多 有 趣 
的 性 质 . 例如 : APL 保 调 和 和 双 调 和 性 . 它 的 更 多 相关 性 质 可 参见 
X [29. 本 文 引进 如 下 记号 : 


D,-í(zeC: |z|<r}, D= D. 


2.2 双 调 和 映射 的 Landau 定理 


Z. Abdulhadi 等 在 [29] 中 得 到 如 下 结果 . 
定理 AA (po. HEEL) H F 是 了 D 中 的 单 叶 双 调 和 映射 . 如 果 Pers 
的 且 LF) 是 单 叶 的 , 则 L(F) 是 星 形 的 . 

从 定理 AA 知 , L(F) 的 性 质 非常 类 似 于 解析 函数 z f (2) 的 性 质 , 例 
dg. 车 下 是 单 叶 双 调和 的 , 则 已 是 星 形 的 当 且 仅 当 Re(L(F)(z)/F(z)) = 
0. 另外 在 文 [29] 中 作者 还 给 了 一 个 关于 本 函数 的 类 似 刻 画 : 

经 典 的 Landau 定理 证 明了 对 于 单位 圆 盘 内 任意 具有 正规 化 条 件 
FO) = f(0) -1 = 0 E jf(2)| < M 的 解析 函数 f, 一 定 存在 常数 p = 
PM) > 0 使 得 在 D, 单 叶 且 (D) 包含 一 个 半 经 为 Me?! 的 圆 盘 . 近 
ER, 许多 作者 研究 了 平面 调和 映射 的 Landau 定理 ( 见 [20, 21, 22, 23]) 
和 平面 双 调和 映射 的 Landau 定理 ( 见 [1]). 从 定理 AA 知 , 研究 L(F) 的 
Landau 定理 是 非常 有 意义 的 , 其 中 属于 某 类 双 调 和 映射. 对 此 问题 
我 们 的 主要 结果 如 下 : 

EH 2.2.1 b F — IG - K ED 内 的 双 调 和 映射 且 下 满足 正规 化 条 
{F F(0) = K(0) = 0, Jk(0) = 1, 其 中 G ALK MED 内 的 调和 映射 . 如 
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A IG| < M H |K] < M, 则 存在 常数 p (0 < p « 1) 使 得 L(F) ED, 内 是 
单 叶 的 , 其 中 p 满足 如 下 方程 


4M (= (I=) = 
其 中 m x 6.059 是 函数 


2— 2? + S arctanz 
z(1—2?) 


的 最 小 值 . 取得 最 小 值 时 > ~ 0.588. ME L(F)(D,) 包含 一 个 单 叶 圆 盘 
Dr, 其 中 


;(0«r«1) 


T 2Mp 16M 
mo rg gr marem] " 


注 记 2.2.2 L(F) 不 保有 界 性 . 

我 们 的 下 一 个 结果 给 出 的 是 当 K = 0 时 L(F) 的 Landau 定理 而 且 
此 结果 不 同 于 定理 2.2.1. 这 是 因为 当 天 = 0 时, Jacobi Jk(0) = 0. 因此 
我 们 必须 用 假设 Jo(0) = 1 来 代替 . 
定理 2.2.3 Wb F = |z?G 是 D 内 的 双 调 和 映射 且 G 满足 正规 化 条 件 
G(0) — 0, Jc(0) = 1, 其 中 G ED 内 的 调和 映射 . 如 果 |G| < M, 则 存在 
常数 p(0<p <1) 使 得 L(F) 在 Ds 内 是 单 叶 的 ; 则 存在 常数 p(0< p <1) 
使 得 L(F) 在 Ds 内 是 单 叶 的 , 其 中 o 满足 如 下 方程 


x 48M 2Mp 
am tnp ng 


其 中 m 和 定理 2.2.1 中 的 m, 相同 . 而 且 LFD) 包含 一 圆 盘 Dr, 其 
中 
16 


T M 
R= p [5 一 Dem arctan] 4 


RA p 和 ps 分 别 表示 定理 2.2.1 和 定理 2.2.3 中 的 p. 表格 2.1 的 左 
边 , 我 们 分 别 取 不 同 的 M. 得 到 与 之 对 应 的 不 同 的 m 和 R. 这 些 值 都 
是 用 Mathematica 软件 得 到 的 . 
iE 2.2.4 定理 2.2.1 和 2.2.3 中 的 p 和 尽 均 不 是 最 好 的 估计 . 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 Bu 


n | Rs 
0.439254 0.6297500 | 1.7747543 
0.373493 0.779139 | 0.5583439 | 1.2041018 
0.285344 0.3823 | 0.4558189 | 0.7034390 
0.170483 0.11920 0.3053327 | 0.3044329 
0.0527603 | 0.0137919 | 0.1111922 | 0.0564158 
0.0139439 | 0.00164501 | 0.0313502 | 0.0081254 

0.00626141 | 0.000482413 | 0.0142671 | 0.0024785 


表 2.1 表格 的 左 栏 和 右 栏 分 别 是 对 应 的 定理 2.2.1 和 定理 AA. 


我 们 现 用 Mathematica 软件 给 出 一 些 计 算数 据 来 比较 我 们 的 结果 
(定理 2.2.1 和 定理 2.2.3) 和 文 [24] 中 相对 应 的 两 个 结果 . 它们 分 别 是 表 
格 2.1 和 表格 2.2 

X [4] 中 对 应 的 两 个 结果 如 下 : 
定理 A41([24, 定理 ]) BF = [2G +K 是 定义 在 D 内 的 双 调和 映射 ， 
其 中 G 和 都 是 D 中 的 调和 映射 且 满 足 正规 化 条 件 F(0) = K(0) = 0, 
J«(0) =1, |G| < M, |K| < M. 则 存在 常数 0< ps <1 使 得 在 |z| < ps 
内 是 单 叶 的 ;特别 地 ps 满足 


而 a 1 1 
ax eM (ess -aF 2a) x 
H FO,,) 包含 一 单 叶 圆 盘 Dr, 其 中 
二 二 2M (03 + 63) 
3 4M i- ~ 
这 个 定理 中 的 估计 也 不 是 最 好 的 . 
定理 AA,((24, 定理 2]) 设 G 是 定义 在 D 内 的 调和 映射 且 满 足 正规 化 条 
件 G(0) = 0, Jc(0) = 1, IG(2)] < M. 则 存在 常数 0 < p, < 1 使 得 F =|zPG 
在 圆 盘 |z| < ps 内 是 单 叶 的 . ps 是 方程 


T 404M ( 1 ) 
一 一 一 -2M (—_——. -1] =0 
4M 1-p (1 — ps)? 
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0.475023 0.327539 0.6319723 0.8178143 
0.352112 0.100853 0.5468429 0.4150664 
0.213284 0.016184 0.4268902 0.1446679 
0.09787 0.00102335 0.2648429 0.0224877 
0.0248388 | 8.29764x107$ 0.0874886 0.0003975 
0.00623202 | 6.54152x10-* 0.0238139 | 3.9855978x1075 
0.00277162 | 3.84502x10-9 0.0107616 | 2.4493944x10-7 


表 22 表格 的 左 栏 和 右 栏 分 别 是 对 应 的 定理 2.2.2 和 定理 AA. 
的 解 , 并且 FD.) 包含 一 单 叶 圆 盘 Dr, 其 中 


E NE 
R= l- p 


这 个 定理 的 估计 亦 不 是 最 好 的 . 
在 给 出 定理 2.2.1 和 定理 2.2.3 的 证 明之 前 , 先 介绍 一 些 引 理 , 它们 
对 定理 的 证 明 起 着 重要 的 作用 . 
引 理 CX ([20, 23, 30]) t f 是 了 内 的 调和 映射 并 满足 f(0) =0 及 f(D) c 
D. 对 于 任意 的 'z € D, WA 
Aj) < 4 +I) 


7 (1-[4) " 


4 4 
<- < 一 |z|. 
IFG < 2 arctan 2] < 71a 


引 理 CX 中 的 第 二 个 不 等 式 是 Heinz ( 见 [30], Lemma) 得 到 的 . 由 引 
H CX 和 Heinz 引 理 , 我 们 有 如 下 推论 : 
推论 2.2.5 设 f 是 D 内 的 调和 映射 并 满足 f(0) = 0 及 f(D) =D. WE 


VES (OI + fi(O < 5, 
其 中 。 是 绝对 正常 数 
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1E X [31] F, Hall 证 明了 c 的 最 大 上 界 是 zs. 如 下 是 文 [23] 中 关于 
调和 映射 系数 估计 的 一 个 结果 
引 理 XZ 设 f=h+5 是 DD 内 的 调和 映射 且 h(z) = Ero az”, g(z) = 
Dobnz", |f(z)| < M. 对 于 n>1, 


lanl, lbs] < M. 


上 式 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 folz) = Mz IÈ filz) = 
由 引 理 XZ, 可 以 立即 得 到 如 下 推论 : 
推论 2.2.6 设 f=h+5 是 D 内 具有 n 次 连续 微分 的 调和 映射 . 如果 
A(z) = Dr an2”, 9(z) = Dea baz", |f(z)| < M, 则 对 于 任意 的 n> 1 和 
z ED 有， 
Fels LE a L9 
8: ~ (- [zy 87 7 0-7 la) 
如 下 两 个 引 理 是 显然 的 . 
引 理 2.2.7 设 M 和 a 是 两 个 正 实 常数 . 则 函数 
2 


z 16M 
ü-a t" Mac E) 一 一 4arctan7 + 4M — —— 


f(z) =6M mas 


在 [0,1 内 是 连续 的 且 严 格 单调 递增 的 并 满足 f (0) = 0 X lim,» f(z) = 


oo. 


引 理 2.2.8 Ub M 和 4 是 两 个 正 实 常数 . 则 函数 


9g(z) = B qartanz + 4M =p 


在 [0.1] 内 是 连续 的 且 严 格 单调 递增 的 并 满足 g(0) = 0 及 lim. a g(x) = 
o0. 
定理 2.2.1 的 证 明 : 设 = |2G+K. BL BREW E Lle?) = 
所 以 对 于 任意 的 zeD ARE H := L(F) = |2 L(G) - L(K), HP aie 
91-93 = Prco n2" + Dano bnz", H K(2) = kı+ = Darn Cn2"+ DEN d. 
则 
H, = 2|zl6. + |2\?2G., — Gz + K: + 2Kz 
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且 
Hs = -2|2|’Gz— |z\?2Gzz + 2°G, — Ks — ZKss. 
易 知 Ja(0) = J«(0) = 1. BAG AK ED 内 的 调和 映射 , 由 引 理 XZ 
AL. 对 于 任意 的 ">1 有 ， 
lanl, lbnl, leal, ld] < M. 
特别 地 ， 
las] + [bn] < 2M 和 |cn| + [dn] < 2M. 
定义 


(je tn 
re = — be 


则 存在 ro, (0 < ro < 1), 使 得 


(0<r<1). 


p(ro) = min, p(z). 
MF 0 (0 <0 < 21) & z € D, 函数 
Ko(2) = Kz — Ks(0) + (Ks — K:(0)) 0, 
是 调和 的 且 满 足 Ko(0) = 0. 对 于 任意 的 ze D, 由 引 理 CX 知 : 
特别 地 , 对 于 任意 的 ze D 由 上 面 的 不 等 式 可 得 


4M 1+ £ arctan |2| 4M 
IKOE) s A) A) < S (+ EEEREN = AM ia, 


因为 zp(z) -1= Pitt 是 一 个 关于 z 在 (0,1) 中 的 递增 函数 , 所 
以 上 氢 不 等 式 证 明了 对 于 任意 的 ze pw H, 


4M 2+ S arctanrg — 12 
IKo(z)] < EXE =>. 


l-r 
下 一 步 我 们 考虑 定义 在 D 的 映射 忆 其 中 
F(z) = 一 -Kotroz). 


4Mmo 
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由 引 理 CX 知 , 对 于 F(z) 和 任意 的 ze Dn A, 


|Ko(z)| < 10% mo arctan (2) < < OM m arctan |} 


其 中 mm = Lm. 而 Je(0) = 1K.(0)|? — |Ks(0)? = J«(0) = 1. BH An (0) = 
xdg. 由 此 , 由 引 理 CX An, 


Se = 2 
el> and 1— J«(0) <A’ 


先 固定 p (0 « p < wz < ro). 为 了 证 明 互 的 单 叶 性 , 任 取 单 位 圆 
盘 D, 中 的 两 个 点 21,22, 定义 z:= y(t) = (m —20t-a (0 <t 0) 和 
z-z = |z- zle”. 应 用 引 理 CX 和 引 理 XZ, 我们 估计 如 下 等 式 的 模 

H(a)- H(z.) = f Ha(2)dz + Ha(2)dž, 
Y 

其 中 积分 路 径 是 所 有 连接 点 z2 的 曲线 (y = [n 22]). 我 们 有 如 下 估 
H: 
|H (21) - H(z2)| 


Iv 


| [1 KA0)dz — 
ais 


一 ieee 
4 


z|- 2| f le? (G.ds — Ges)| 


zz 


一 [Bade - zx 
n 


= | [i - tomas — (ks -有 GO) 
A 


IV 


la — zal bo 一 2 》 nllan! + |o.) "+ 


-Y n(n = 1) (lanl + lba"! — Y n(n = 1 (le. + [dal o" 
n=2 n=2 


- > nll + [baler — “Sm arctan p 


ol -«[z 6MP _ AMP 


AM (I-p =p 


16M 
~ maretan p - 


4Mp | 
[EM 
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由 引 理 22.7 知 , 存在 唯一 的 p c (0,1) 满足 如 下 方程 


7 _ 6M 4Mp 16M 
4M Q-»? ü-»p m? 


m arctan p — dos =0. 
这 意味 着 |Ha) — H(z) > 0 对 于 |z| < o 中 任意 两 个 不 同 的 点 zzz， 
L(F) 在 圆 盘 D, 内 单 叶 . 

最 后 , 采用 相同 的 方法 我 们 考虑 对 于 任意 的 满足 |z| = p, 有 下 列 
不 等 式 成 立 . 


IH(z)| = |121 (2G; — 2Gz) + (zK: — zK;) | 
> |zK.(0) — zKz(0)| — |z(K. — K.(0)) - Z(Kz — Kx(0))| 
一 |lzP?(zG: ~ zGa)| 
2M, 16M 
[ur dug mtm] = Re 
定理 22.1 证 毕 . 口 


定理 2.2.3 的 证 明 : RG 是 定义 在 D 内 的 调和 映射 . 则 我 们 可 假设 
对 于 任意 的 ze 了 有 , Gl) = a (2)-02). LF (2) = Erian", g2(z) = 
Zi HJ = jaf? - jb? = 1. 由 G 的 假设 和 引 理 CX M, 
Ac(0) < 3€. & A(z) = L(F}= |zL(G). W 


H, = 2|2|[°G: — Gz  z|zG.. 


Hs = —2|z/G; + 2G, — Z|z|°Gzz. 


固定 p 且 p 满 足 0<p< gin < ro P m EAER 224 的 证 明 
中 出 现 的 m 相同 . 任 取 单位 圆 盘 D, 中 的 两 个 点 az 定义 z := lt) = 


(z2—2)t* a (0 <t <1) fll z; — a = |z — zle”. 
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应 用 引 理 CX 和 引 理 XZ, 有 如 下 不 等 式 成 立 : 


Hl 


|H(a) - H(z2)| 


H,dz+ Hzdz| 
| 


IE 


| f 2|2|?(Gzdz ~ Gzdz) + (2G -dZ — 7°Gzd2) 
lz1,22} 


i 


+ |2|?(2G-2dz — ZGz2d2) | 


Iv 


| f [ce ateas + 242) ~ Gx aaz- Hae) 


-2 | Í ef (C: ~ 0:0))dz - (Gr ~ Gel0)} es 


z T 
人 NL EQ -G0 - (c. - eoa) 


- |f \2|?(zG..dz — 5Gzzdz) 
[e122] 
1 48M 
la - zl (/ ia) Gs - -p7 marctan p 


-$ n(n- 1)(lad] + he) 
n=2 


IV 


1 
> ncn (fra) -各 me 
由 引 理 225 知 , 在 (0.1) 中 存在 唯一 的 p 满 足 如 下 方程 
Ta NEM 4Mp 


IM aa ae CRP =0. 
这 意味 着 H(a)# H(z;) H 有 H(z) Æ lel < p 内 单 叶 . 
而 且 对 于 任意 的 z 满足 |z| = p 有 ， 
IH) = 12(zPGl 
> [l2 (6:0) — 262(0))| - |1zP[z(G: — G.(0)) — (Gz — G2(0))] | 
2g ui - I marctan p = Rs. 


定理 2.2.3 证 毕 . 口 
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3， 一 类 双 调 和 映射 的 几何 性 质 


3.1 引言 


在 本 章 中 , 我 们 用 B= B 和 S = S- 分 别 表示 R^ 中 的 单位 球 和 
单位 球面 . 特别 地 , 我 们 用 D AT 分别 代替 B? 和 S'. 平面 调和 映射 
f(z) 是 定义 在 域 D c C 内 的 复 值 调和 函数 , 其 中 z=z+iy. GDR 
连通 的 , 则 f(z) 有 如 下 标准 分 解 : 


f=htg, 


其 中 h 和 9 在 D 内 是 解析 (全 纯 ) 的 . ELER D c C 中 的 具有 四 次 
连续 微分 的 复 值 函数 已 是 双 调和 的 当 且 仅 当 AF 是 调和 的 , BYP yE 
双 调 和 方程 A(AF) = 0, 其 中 A 是 Laplace 算 子 并 有 
TUE MS RM 

ü:z or y 

双 调和 映射 的 研究 产生 于 某 些 物理 问题 , 特别 是 流体 动力 学 和 弹 
性 问题 . 它 在 工程 力学 和 生物 学 有 着 许多 重要 应 用 . 详 见 文 [12, 13, 14, 
15. 由 文 [28, 29] 知 , 如 果 D c C 是 单 连通 域 ; 则 复 值 函数 F 是 双 调 和 
的 当 且 仅 当 有 如 下 表示 : 


A 


F - |z?G 4 K, 


其 中 G 和 K 都 是 复 值 调和 映射 又 由 文 [20, 24, 28, 29, 32] 知 , G AIK 
有 如 下 表示 : 


Gant 


和 


K=k +h, 


其 中 on, go, ki A ko FE D 中 的 解析 函数 . f 的 Jacobi J, 定义 如 下 : 


Jr = AA - Ml 


关于 调和 映射 和 双 调和 映射 性 质 的 研究 :19- 
我 们 引进 如 下 两 个 记号 : 
Are MA = Ifall, Ay = [fel + lal- 


由 定义 知 : 如 果 Jy > 0, WM Jy = ApAy. 
M. Arenovié, V. Kojić 和 M. Mateljevié 在 文 [25] 中 证 明了 如 下 结果 : 
定理 AKM 假设 6: S* R" 满足 Lipschitz 条 件 : 


19(€) — O(n) < LIE ul, & n € S", 
并 且 它 的 调和 扩张 w= Pld]: B" — R^ 是 k- 拟 正则 的 . 则 
lu(z) — u(y)| < diz — yl, z, y € B® 


其 中 < QA L, K 和 nn 有 关 . 

最 近 , M. Mateljevic, M. Arenovié 和 V. Manojlović 改进 定理 AKM 成 
如 下 形式 (X. [18]. 
定理 MAM Kh: BOR FER 中 调和 并 在 Br 上 连续 . 则 对 于 任意 
的 zeB" 和 Sr-! 上 的 切 向 量 T, 如 下 条 件 是 等 价 的 : 
(a) |h(z) — h(y)| < mz — yl, z, y e Sr. 


(6) |h(z)T| < M. 

其 中 >= dz]. 另外 , BUR h Fe K- 拟 正则 映射 , 则 对 于 任意 的 zeB" 有 
Ih (z)] < Km. 

3.2 主要 结果 和 证 明 


在 主要 结果 的 叙述 和 证 明之 前 , 我 们 首先 引进 如 下 有 用 结果 - 平 
面 调和 映射 的 Schwarz 引 理 ([20, 23]). 
定理 CX 设 f 是 D 内 的 调和 映射 且 满 足 f(D) c D. 则 对 于 任意 的 zeD 
和 某 个 ge [0,22] 有 如 下 不 等 式 成 立 ， 
(1) Ar(z < Seren, 
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(2) [(2) € 4arctan|2| < 51a. 

由 定理 CX, 可 以 得 到 如 下 一 类 双 调 和 映射 的 Schwarz 引 理 . 
定理 3.2.1 设 F(z) =|z?G(z) 是 定义 在 卫 内 的 双 调和 映射 旦 满足 G(0) = 
0, 其 中 G 是 调和 的 . 如 果 F(D) c D, 则 


4 
IF(z)| € zle arctan | 对 


Ap(z) € Iz Ac + lel arctan |l. 

WEBA: Wt u= Re(G(z)). W u 是 实 值 调和 函数 , 由 调和 函数 的 最 大 
模 原理 知 ju < 1. 我 们 断言 对 于 任意 的 ze PD 有 |G(z)| < 1. 反 设 存在 
z ED 使 得 |G(zo)| > 1. 不 妨 假定 F(zo) € R, 如 果 有 必要 的 话 可 用 FF 代 
È Petr. 然而 这 与 lu| < 1 MF. 因此 1G| < 1. 则 调和 映射 满足 定 
理 CX, 由 定理 CX 易 证 定理 3.2.1 成 立 . =| 

我 们 先 在 平面 内 讨论 定理 MAM. BJA PREGET A, 定义 在 了 
内 的 每 一 个 调和 映射 了 均 可 分 解 为 

f=h+5, 
HP h P g € D 内 的 解析 函数 . WE G(r.6) = 9(re 引 和 (0) = re? = z. 
BI 41(0) = rie”, 又 由 链 式 法 则 知 G9(7,0) = g'(re?)30) = g(re*)iz. 4 
f— hg. 因为 Mre*)= f(re*) -+g(re 相 ,所 以 由 简单 计算 可 得 
file) ie (z) — ze (2), frm eai + etg, 

其 中 f(z) 和 大 分 别 表 示 了 关于 080 r 的 偏 导数 . Ef Bf ya 


FUSER. 而 f(z) iz (2) — eg (2) 则 La) = re) — e? 79 )l- 
设 Az = pe^. 因为 Af = Of Az Of Az o( Az), 所 以 


at = Of +e f + of1). 


因此 , 对 于 固定 的 o, 4 p — 0, 我 们 可 以 计算 出 关于 a 方向 的 方向 导 
数 : 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 :21- 


af = 0f c e? Df. 


我 们 用 f) 表示 关于 切 空间 T.C 的 线性 算 子 df(z) = 0fdz + Ofdz 
关于 a 方向 的 方向 导数 . 
定理 3.2.2 设 F(z) = Allz|?f(z) + Aof(z) 是 定义 在 D 内 的 双 调 和 映射 并 
E DUT LES HP A A (M +A 0) 是 复 常数 且 f 是 调和 映射 
则 对 于 每 一 个 5eDp 且 r=|#| RD, 上 的 单位 向 量 T, 如 下 条 件 是 等 价 
的 : 
(9 |F(e") — Fle®)| < môi — 6; 
(4) |/'(£)T| < M. 

证 明 : (9 = (d). h (9 IEG] < mae. W EG < ts ae 由 
Poisson 表示 知 


F(z) = Ald ts th aeiia f” P, (0 — t) f(t)dt. 
通过 计算 得 a N 

ore) á ABE ^ J P0 — 0 (dt, 
其 中 z =re®. 


定义 (0) = re?. 因此 %(0) = rie? = rT H Filz) = (Alz? + 
Ya) Sf'(2)94(8) = (Alz2 + A9)f()rT. 由 定理 3:21 得 
4mlzllàilzl? + Aol 


IQ ES Ta + ale 
及 
IT < M, 
其 中 M= uiu. (d) (c) 由 定义 可 直接 推出 . 口 


在 复 平面 内 , 每 一 个 定义 在 单 连通 区 域 D. 内 的 双 调 和 映射 F 有 如 
下 表示 : 
=|2?G+ K, 
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其 中 C 和 K 都 是 D 内 的 调和 映射 但 是 这 个 表示 在 三 维 或 三 维 以 
上 空间 内 不 成 立 . 下 面 这 个 例子 可 说 明 此 问题 . Bf: (zh 22, za) 呈 
(21, zo, 召 十 Z172). 显然 , f 是 双 调 和 映射 但 不 是 调和 映射 . 它 不 具有 分 
R F =|zl?G+K. 但 是 我 们 可 以 证 明 如 下 结果 

定理 3.2.3 假设 F 是 具有 四 次 连续 微分 的 函数 并 满足 


下 (zh 22,77, 25) = |X| G(T, 22,77, Tn) + K(ris 77, Tn), 


其 中 G, K 是 调和 映射 且 [XP = rit 23 +--- +03. 则 FF 是 双 调 和 映射 
证 明 ， 通 过 简单 的 求 导 运算 得 


AF =2nG +4) iG. 
i=l 


由 此 得 AF 的 Laplace 满足 如 下 等 式 
A(AF) = 12nG- +4 s Y22(6.)4 
j=l i=l 
= 43 Y n(62)4 


j=l ici 


= 0. 


我 们 引进 如 下 符号 表示 : H= {f: 了 定义 在 Bn 内 的 调和 映射 了 和 
BH = (9: 9 = MXP +f, 其 中 f EH, X 003 40) 是 实 常数 } 


由 定义 知 , 我 们 有 如 下 结果 : 
性 质 3.2.4 对 于 任意 的 Fe BH, BUR F = AXP of, HH f es Y 
F RAHA ALY M = 0. 

证 明 充分 性 很 显然 , 我 们 只 需 证 必要 性 . 因为 F H Laplace 满足 如 
FER AF = Anf e AY Tifa). 如 果 下 是 调和 的 , WI AF =0. 即 


C1 C2 i Cn ) 


f(z1, 22,7, tn) = ( : Ru uml 
Ns NES NES 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 :23- 


其 中 c(i = 1,2, ---, n) 是 实 常数 . 这 个 解 在 原点 O 没有 意义 . 因此 

à = 0. a 
应 用 定理 MAM 的 证 明 方法 , 我 们 得 到 如 下 结果 : 

定理 3.2.5 设 F BE LEB KHEB 上 连续 的 具有 四 次 连续 微分 的 

函数 并 满足 F(z1, 22, , tn) = alzj2G(zib 22,7, Zn) 9)2G(zi, zz , Zn), 

其 中 G 是 调和 映射 且 A A 是 实 常数 并 满足 t+ 40. BF: BOR’, 

则 对 于 任意 的 ze B" 和 sr-! LAME T, 如 下 条 件 等 价 : 

(e) |F(z) — F(y)| < mlz — yl, z, y € S™; 

(f) IG'(z)T| < M, 其 中 r= |zl. 如 果 G 还 是 K- 拟 正则 映射 , 则 对 于 任意 

的 zeBn" 有 

(9) |G’@)| < sa 

注 记 3.2.6 如 果 A, = 0, 定理 3.2.5 就 是 定理 MAM. 定理 323 和 人 性质 

3.2.4 说 明定 理 3.2.5 是 定理 M4M 的 推广 . 


3.3 一 类 双 调 和 映射 的 全 凸 性 


M. Chunqui 等 在 文 [26] 中 给 出 了 调和 映射 全 是 性 的 定义 如 下 : 
定义 3.3.1 定义 在 单位 圆 盘 上 的 调和 映射 了 是 全 凸 的 当 且 仅 当 f 把 每 
一 个 加 周 I4 =r <1 均 一 - 喘 成 上 曲线 

同时 M. Chuaqui 等 在 文 [6] 中 给 出 了 调和 映射 全 本 性 的 一 个 充 要 
条 件 如 下 ， 
定理 CDO 设 /=h+5 是 定义 在 D 内 的 保 向 调和 映射 则 y 在 了 内 是 
全 凸 的 当 且 仅 当 对 于 任意 的 =e D, 有 如 下 不 等 式 成 立 
Tp) > les COP Reti T Oye neta) Gag. 

下 面 这 个 定理 是 关于 双 调和 映射 F(z) = AlS) + 和 f(z) 的 全 本 
性 的 一 个 结果 
定理 3.3.2 设 f=h+5 是 DD 内 局 部 单 叶 保 向 的 调和 映射 ,其 中 和 9 
是 解析 的 . 则 PG) = ule f) uf) 是 全 后 的 当 且 仅 当 f(2) 是 全 本 
的 ,其 中 入 + 和 #0. 


|zh'(z)|?Re{1+ 
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证 明 : 设 1=h+5 是 D 内 局 部 单 叶 保 向 的 调和 映射 ,其 中 h 和 9g 
是 解析 的 . 我 们 先 计算 1z| = r < 1 在 f 映射 下 的 像 在 某 个 点 fre) 的 
曲率 . 计算 出 了 的 切 向 量 如 下 : 


a = (Mr? + Ao) [ire*h (e”) — ire (e)]. 


则 的 曲率 是 

ds 

dt’ 

Bp 

ap 8 OF(re)y _ erem 

lare = x (oe Ot ) =) m E: =) 

= Re (RR Bete =) 


zF,- zF; 
zf + z+ zf +Z far 
luem e 
_ 日/ Offre?) 
(one Ot ) 
0 
= iie, 


因为 f 在 原点 的 某 个 邻 域 是 单 叶 的 , 则 对 于 每 一 个 充分 小 的 7, 积 
分 Io" Kp (re*)de 恒 等 于 27. 然而 曲率 积分 o" Ice(re?)d0 关于 任意 的 
7 (0 <r< 了 1 是 连续 的 且 它 的 积分 值 是 2r HBR, 因此 曲率 积分 关 
于 变量 0 <r < 1 便 等 于 2r. 换 句 话说 , f 把 每 一 个 圆周 |z| = r < 1 均 
一 一 的 映 成 凸 曲线 . 因此 定理 3.3.2 成 立 . 口 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 :25- 
4. 关于 调和 映射 的 Bloch 空间 


4.1 引言 


平面 调和 映射 f(z) 是 定义 在 域 D c C AMR MRM, 其 中 
z=r+iy. 车 DD 是 单 连通 的 , 则 f(z) 有 如 下 标准 分 解 : 


f=h+G, 


其 中 4 和 9g 在 DD 内 是 解析 (全 纯 ) 的 . 本 章 分 别 用 C 和 了 表示 复 平面 
和 复 平面 内 的 单位 圆 盘 , HO) 表示 D 内 的 所 有 调和 映射 . 设 f 是 定义 
ED 内 的 调和 映射 , W f 可 分 解 为 1=h+5 其 中 h 和 9 在 D 内 是 解 
析 (全 纯 ) 的 . Lewy 在 文 [16] HEAT: OUR f 在 DD 内 局 部 单 叶 当 生 仅 当 
f BY Jacob Jy(z) = |b’? — |g'? 40, EF z eD. 我 们 引进 如 下 两 个 记号 ; 


Ay fld = Ifall, As = [fel + Ll 


由 定义 知 : 如 果 Jy > 0, W Jy = 和 yAy. 
定义 4.1.1 设 f=h+5 是 定义 在 D 内 的 调和 映射 ,其 中 h 和 9 是 D 内 
的 解析 (全 纯 ) 函数 . 我 们 称 


llfllas = pt — Jah + 19) + 1f(0) < oo 


为 了 的 调和 Bloch 范 数 ( 记 作 HBy), 其 中 了 为 调和 Bloch 函数 . 
定义 4.1.2 在 定义 4.1.1 的 假设 条 件 下 , 我 们 称 


Wfllane = sup - I2 y^ UA] + 1g'l) + LF < oo 


为 了 的 调和 a — Bloch 范 数 ( 记 作 H B7), 其 中 f 为 调和 a- Bloch 函数 . 
显然 调和 Bloch 范 数 是 解析 函数 Bloch 范 数 的 推广 , 即 当 定义 4.11 中 
9 三 0 时 就 是 解析 函数 的 Bloch 范 数 的 定义 . 

在 本 章节 , 我 们 分 别 引进 Pseudo 距离 d 和 双 曲 距离 p 如 下 : 对 于 
任意 的 z,w € D, 


| 


deu) = E 
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1 1+d 
p(z,w) = 5 log(4 —5- 


B f=h+g ED AMP EUR E sup.co(1— |zP) (| -|g']) < oo. 
则 对 于 任意 的 xseD 有 


f(z) - f(w) 
p(z, w) 


f(z + re”) - f(z) 
p(z + re'?, z) 
f(z+re®) - f(z) r 
r f(z +re®, z) 


= qmax (1 — lez (2) cos 0 + f, (z) sin 6 


lim su = limsuj 
oe me 


= limsup 
r—0 


- 3 = Ya) + ifyl2)l + Ifl) — tfy(2))) 
- sup(1 - zn + 1e. 


由 文 [L1] 知 , 一 个 解析 函数 复合 一 个 调和 映射 结果 不 一 定 是 调和 
的 , 但 一 个 调和 映射 复合 任何 解析 函数 还 是 调和 的 . 因此 我 们 可 以 定 
义 如 下 调和 复合 算 子 
HC4(f) = f 04, 
其 中 f EHD) H o Fea ALE D 的 任意 解析 (全 纯 ) 自 映射 . 对 于 


任意 的 zen, ut 
Q — AG)| 

1-|e2P ^ 
对 于 任意 的 z € D, 应 用 Schwarz — Pick 5| 9848, Ts(z) < 1. 


T(z) = 


42 主要 结果 和 证 明 


设 M(D) AD 内 所 有 Mobius 变换 . 易 知 , 如 果 pe MD), 则 对 于 任 
意 的 zeD 和 fex(D) 有 
lé 1 


1-|¢(2)? 1- |z? 


(= l2P)As(4(2)) = Q — ADUE + IOR), 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 :27- 


其 中 上 = 9(). MF we D, K bulz) e M(D) IFA 90) = w. 则 对 于 任意 
zéeD, 
(1 - Il) — lwl?) 

|1 — wz| 


通过 简单 的 计算 知 , 对 于 任意 的 ze D, 如 果 o EMD), 则 


1—[6(0)) 1-162) 1+ 1600) 
Tro © =e = OS 17 gj 


1 = |du(2)? = 


定理 4.2.1 设 8>1 且 a< g, WHC, J& HB^ 8| HB? WARATA 
o < B, WHF HC, 没有 下 界 . 
注 记 4.2.2 定理 4.2.1 EX [7] 中 定理 2.1 的 推广 . 为 了 证 明定 理 424, 
先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 4233: 821H a< p, MW HC, JE HB^ BHR UE PERTH. 
仅 当 IECsllass < Milfllave, 其 中 fe HB? B. M(M > 0) 是 独立 的 常 
数 . 

WEB]. 先 不 妨 假设 1 < a < 6 并 设 o 是 D 内 的 自 映射 并 满足 
o(0) 2 0. 则 4= (0) 90. 对 于 任意 的 z € D, 应 用 Schwarz 引 理 知 : 


l-l? (2 -la t-a 
IBO IEPER peol 
PRETIO 
^ TKO 


设 fe HB. 对 于 任意 的 ze D, 则 


IECs(Pllas = -IPPS 0): (o) 
A= Ie) (Cd ^ VO CD 
AED = eva - lé 
T-P 

MOE ODT) 


(1+ [o(0))7* 
< Gop \lfllaae- 


x 


因此 
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HCA lae = ep lP (f o 9): + (F 0 d)al 


(1+ le(o)pe7* 
~ (1 [o(0)o* 


Ha<1<A bt, B fe HB 对 于 任意 的 zeD, 则 


llfllaae. 


IIHCo(P)llans = Q - Il o b)+ (Fo) 
= Q-I GO Hle) 


- cd Lu 
= a KOR 
x Q - ADAU + IERT) 
(1+ Jo(0)p^7* 
s (GOD llfllne- 
所 以 HC, 是 HB? 到 HBS 的 有 界 算 子 . 口 


通过 简单 的 计算 , 易 知 : 
引 理 424 8 >1 H o « 6, Jl HC, 2 HB Bl HBP HURTS 
界 的 充 要 条 件 是 HC, apos > mllfllass, 其 中 f € HB? El m(m > 0) & 
独立 的 常数 . 

定理 4.2.1 的 证 明 ， 由 引 理 4.2.3 知 , HC, 是 HB* 到 HB? 的 有 界 
AF. 则 只 需 证 : 若 a < 8, ICE HC, 没有 下 界 . 任 取 一 序列 {wn} 并 
WE wa > OD (n 一 00). 对 于 a>0 和 z, weD, 定 义 


i-l, 1 1 
falz) = o Iz Tz) T w(1 Tu 
w 
DE 21 hl? 
(=F) e Iun] < AEP Ela 
< 2a+2. 


另 一 个 方面 , (1 — Ple) + olw) = 2. 因此 


关于 调和 碳 射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 :29- 


2 < fella < 2”. 


BA, 4 wa > OD, fu 局 部 一 致 收敛 于 0. UR 15a c 8I fn = fun 
UR € = olz). 则 对 于 任意 的 zeD Al ne {1,2,---}, 


(1 — IG QC) EA ACOE! 

(1 = IP CACO + (fol $(2)))elll#'(2)I 
Q — [2^ ACO 

IUe (ll x (1 — 1d" G)P)T4(2)- 


ES 


因此 有 
(1 = [2G GG) +A G2] < IG Cel + 1G (C2) 
和 


O = las GOD IG (r2) 
a CIA its 
Geer 
O- BODIE Tf EE Te 
42/4 _ 28-a (1+ l9(0)])^7* 
ED T a leone 


Hi ESURSIGUA, MEER e > 0, 存在 + < 1 使 得 对 于 任意 的 
ne{1,2,…} 和 |z|>1 有 


x 


IA 


(1 = 1a Ul (Fel (2)))el + 1s (9(2))):1] < € 


而 wn — OD, fo 局 部 一 致 收敛 于 0, 这 意味 着 对 于 任意 的 e > 0, F 
在 NW>0 使 得 当 n>N 且 |z<r 有 


Q = la^ Ge C2): + I(fe(@(2)))zl] < e 
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由 此 知 当 n 一 co LHCSU) Ilo — 0. 然而 | falls. > 2, 所 以 HC 
是 没有 下 界 的 . 当 a <1< 8 时 ,有 


(1 = JPG QC + ICs Ta (a) < Gs) + olol) 
和 


Q —-Jaf 5n Cf CONAB (9(2)))2] 
UBER n - leta)» 

G = Je(z)p?et 

Q OPII + (fo O(2)) el] T(z) 


0421 28-a , (L+14(0)1)?* 
22A -AP TOT 


由 类 似 于 情形 1 < a < 8 的 讨论 可 知 , 结果 亦 成 立 . 
定理 42.1 证 毕 . 口 


x 


IA 
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5. 著名 极 小 曲面 曲率 猜测 的 简介 


5.1 调和 映射 与 极 小 曲面 的 联系 


本 章 主要 介绍 平面 调和 映射 与 极 小 曲面 之 间 关系 . 在 介绍 之 前 , 首 
先 回顾 有 关 微 分 几何 方面 的 一 些 基 本 知识 . 平面 上 不 自 交 的 闭 曲线 称 
为 Jordan 曲线 . Jordan 曲线 分 平面 为 两 部 分 , 并 且 每 一 部 分 都 以 此 曲 
线 为 边界 , 它们 中 间 一 个 是 有 限 的 , 另 一 个 是 无 限 的 , 其 中 有 限 的 区 域 
称 为 初等 区 域 换言之 , 初等 区 域 是 Jordon 曲线 的 内 部 . 例如 , 正方 形 
或 矩形 的 内 部 , 圆 或 栅 圆 的 内 部 等 都 是 初等 区 域 . 如 果 平 面 上 的 初等 
区 域 到 三 维 Euclid 空间 内 建立 的 对 应 是 一 个 同 胚 映射 , 则 我 们 把 这 个 
映射 的 象 称 为 简单 曲面 . 简单 曲面 又 分 参数 曲面 和 非 参数 曲面 , AES 
数 曲 面 又 简称 图 . 本 章 u, v 表示 平面 坐标 , 用 x, y, z 表示 三 维 Eudid- 
坐标 , 则 非 参数 曲面 具有 如 下 特殊 形式 : 


z= f(x,y). 
本 章 用 S 表示 曲面 : 则 曲面 的 面积 可 表示 为 


9.3), | 0.2, Pasa 
| hae ra e 


其 中 


az,y) _ 
(uv) | 


Tu Yu 


To YW 


是 u,v 关于 zy 的 Jacobi 行列 式 . 曲面 面积 是 微分 参数 不 变量 . 
HM 5.1.1 Wb X = oU) 是 微分 同 胚 映 射 . 曲面 5 上 与 曲线 C 等 价 的 曲 
C: (X 29(0(): a <t <b}, 
其 中 
dX = Xudu + X,dv. 
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定义 5.1.2 曲面 S 的 第 一 基本 形式 1 或 曲面 上 5 的 曲线 弧 长 微分 定义 
mF: 
= ds? = ||dX||? = dX - dX = Edu? + 2Fdudv + Gdv*, 
其 中 
E =X Xp, FuX o XC. 


定义 5.1.3 如 果 曲 面 上 的 任意 一 点 都 是 正则 的 ( 即 定义 5.1.1 中 U'(t) FZ 
0), 则 称 此 曲面 为 正则 曲面 . 
曲面 $ 上 的 曲线 C 在 点 Xo = X (to) 的 切 向 量 是 X'(to) = X(to) + 
Xuv'(to). 曲面 S. 上 任意 一 点 的 法 向 量 可 表示 为 
X, x X, 


© (Xa x XD 


其 中 


(e y) Olz,7) (y, z) 
fors, t rers T Be: a 
APX — (Xu x Xv)? 


EG — F?. 
设 5 是 正则 曲面 . 则 曲面 S 上 的 曲线 C 在 弧 长 参数 s 条 件 下 的 切 向 
ET = x'(s) 具有 单位 长 度 且 与 向 量 dT7as EX. 


[Xu x XJ? = 


ll 


定义 5.1.4 曲面 $ 上 某 点 的 法 曲率 定义 为 : 
K(T)- Ton 
由 计算 知 : 
K(T) = A n 


LEY MOE + Ny 


其 中 
L= Xun, M=Xyy-n, N=Xy-n. 
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定义 5.1.5 微分 形式 H = Ldu? + 2M dudv + Ndv? 称 为 曲面 的 第 二 基本 
形式 . 
定义 5.1.6 我 们 把 曲面 S 上 任意 一 点 Xo 的 法 曲率 的 最 大 值 k 和 最 
AMEL k 称 为 主 曲率 . 则 点 Xo 的 平均 曲率 和 高 斯 曲率 可 分 别 表示 为 
H = 3(ky + he) 和 天 = kiko. 由 文 ([32, Pleo]) 知 平均 曲率 和 高 斯 曲率 有 如 
下 计算 公式 : 

_1EN-2FM+GL 

^2 EG-F 


定义 5.1.7 一 个 曲面 如 果 它 每 一 点 处 的 平均 曲率 H = 0, 则 称 其 为 极 小 
曲面 . 非 参 数 极 小 曲面 称 为 极 小 图 . 
由 定义 可 知 非 参数 曲面 z = f(x,y) 是 极 小 图 的 充 要 条 件 是 


(Lf fas — 2fzfy fay + (1+ f2) fy = 0. 


正则 曲面 X = (UV) 是 等 温 参 数 坐 慰 当 且 仅 当 Xe .Xe =0 BH Xu 
Xu = X,- Xo. 下 面 介 绍 著 名 的 Weierstrass — Enneper — Representation 
定理 : 
定理 5.1.8 每 一 个 正则 极 小 曲面 3 都 有 如 下 的 等 温 参 数 表示 : 


n= Ref f va +¢)dw}, t2 = mi fm - q)dw), 23 = Im{ f padi}, 


其 中 p 和 4 分别 是 DcC 内 的 解析 函数 和 亚 全 纯 函 数 且 p 和 9 满足 
如 下 条 件 : 
(1) Æ p(zo) = 0, W zo VÆ q 的 极点 . 
(2) F z Æ p 的 m 阶 零点 , 则 ww 必 是 9 的 2m 阶 极点 . 

反之 , 若 p 和 9g 分 别 是 单 连通 域 D 内 的 解析 函数 和 亚 全 纯 函 数 且 
p 和 4 满足 如 下 条 件 ， 


21 = Ref f su), 22 Imt f p — tuy, zs = Im f padu). 
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则 (zi, 22, 3) 是 5 的 等 温 参 数 坐 标 . 

下 面 这 个 定理 ([32, Pm]) 是 Weierstrass — Enneper ~ Representation 
定理 的 精确 形式 . 
定理 5.1.9 如 果 极 小 图 


{u(z), v(z), F(u(z),v(z)) : u(z) +iv(z) € Q} 


是 保 向 等 温 参数 , 此 曲面 在 平面 上 的 投影 是 D 到 9 的 调和 映射 w = 
utiv=f(2) 并 且 它 的 第 二 伸缩 商 是 某 个 解析 函数 的 平方 . 反之 , 如 果 
f=h+5 是 从 了 D 到 的 保 向 调和 映射 且 它 的 第 二 伸缩 商 w= g'/h = e, 
则 (u,v, t) 是 等 温 参 数 坐标 , 其 中 


u= Re{f(2)}, v= Im(f(z)) t= 2/md j " «OM de} 


除了 第 三 个 坐标 中 的 符号 和 常数 的 选择 外 , 这 个 表示 是 唯一 的 . 
注 记 5.2.0 定理 5.1.9 中 提 到 的 映射 f 是 满 射 
在 等 温 参数 坐标 下 , 极 小 曲面 的 高 斯 曲率 ([32, Pisa) 

mde. 
EMI ZITI 

下 面 是 著名 的 极 小 曲面 曲率 猜测 . 

猜测 5.2.1 如 果 极 小 曲面 5 的 平面 投影 是 单位 圆 盘 到 单位 圆 盘 的 调和 

同 胚 映射 , 则 此 曲面 在 原点 的 高 斯 曲率 满足 不 等 式 


2 
IK| < 字 =4934.…. 


事实 上 猜测 5.2.1 等 价 于 如 下 形式 ， 
猜测 5.2.2 Vt f 是 定义 在 单位 圆 盘 D 上 的 调和 了 映射 旦 满足 f(D) = D 
URw=f,/f=7, 其 中 9 是 D 上 的 解析 函数 . 则 


8 
1.0) + 1F2(0)| > 7, 


其 中 名 是 最 好 的 界 . 
注 记 5.2.3 尽管 我 们 不 知道 & 是 不 是 猜测 5.2.1 最 好 的 界 , 但 与 猜测 


关于 调和 映射 和 双 调 和 映射 性 质 的 研究 :35- 


52.1 相似 的 问题 , Hengartner 和 Schober 找到 了 最 好 的 界 . 他 们 的 结果 
如 下 : 

定理 5.2.4([32, Pisg]) 设 S 是 非 参数 极 小 曲面 并 且 此 曲面 在 平面 上 的 投 
影 是 带 形 区域 = {w: |Im{w}| < $3 并 假设 a — a ib BO 中 任意 一 
点 . 则 曲面 S 上 o 点 的 高 斯 曲率 K 满足 : 

(1) WR b=0, M K <4; 

(2) MR b #0, 则 K < 4sec?(2b). 
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结 ë 


本 文 的 第 二 章 主要 研究 的 是 两 类 双 调 和 映射 的 Faudan 常数 的 存 
在 性 , 但 是 文中 给 出 的 Laudan 常数 不 是 最 好 的 界 , 还 有 许多 有 待 改进 
之 处 , 本 文 在 第 三 章 给 出 了 高 维 双 调和 映射 的 定义 并 讨论 了 它 的 一 些 
基本 的 几何 性 质 , 关于 高 维 双 调和 映射 的 研究 还 处 于 初步 阶段 , 研究 
的 空间 很 大 . 第 四 章 主要 讨论 的 是 调和 Bloch 空间 , 而 调和 Bloch 空间 
的 研究 主要 是 建立 在 解析 函数 的 基础 之 上 , 关于 这 方面 的 结果 还 不 是 
很 丰富 . 文中 最 后 一 章 介绍 了 调和 映射 与 极 小 曲面 的 联系 以 及 著名 的 
曲率 猜测 . 以 上 提 到 的 问题 都 是 我 们 继续 研究 的 对 象 . 


xaT^ 
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